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Предложен метод нахождения точных решений нелинейного урав­
нения Шредингера (НУШ), использующий подстановку, связывающую 
действительную и мнимую части искомой функции линейным соотно­
шением с коэффициентами, зависящими только от времени. Метод 
состоит в построении системы уравнений в обыкновенных производных, 
решения которой определяют решения НУШ. Полученные решения обра­
зуют трехпараметрическое семейство, выражающееся через эллиптиче­
ские функции Якоби и неполный эллиптический интеграл третьего рода. 
В общем случае найденные решения периодичны по пространственной 
переменной и двоякопериодичны по времени. Подробно рассмотрены 
частные случаи, для которых решения могут быть выписаны в эллиптиче­
ских функциях Якоби и элементарных функциях. Указаны возможные 
области практических применений построенных решений. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Нелинейное уравнение Шредингера (НУШ) является одним из пред­
ставителей класса вполне интегрируемых уравнений в частных произ­
водных, имеющим большое прикладное значение. Классическим методом 
его решения является метод обратной задачи рассеяния [1] и его обоб­
щения на случай периодических решений [2—4]. Среди других эффек­
тивных методов построения решений НУШ отметим метод преобразова­
ний Дарбу [5]. В настоящей работе для построения и классификации ре­
шений НУШ использован подход, основанный на непосредственном 
сопоставлении определенным классам решений НУШ конечномерных впол­
не интегрируемых динамических систем. При таком подходе задача по­
строения и классификации решений НУШ сводится к построению и ка­
чественному анализу фазового портрета конечномерной вполне интегри­
руемой динамической системы. Основой для такого подхода послужил 
ряд наблюдений [6, 7] над известными решениями НУШ, а также из­
ложенный в [8, 9] взгляд на решения солитонного типа как на гомо- и 
гетероклинические траектории, принадлежащие конечномерным сепа-
ратрисным многообразиям в соответствующем бесконечномерном фазовом 
пространстве. 

Ниже показано, что порожденная линейным многообразием конечно­
мерная вполне интегрируемая система является носителем широкого и 
важного в прикладном отношении класса решений НУШ, включающего 
как классический солитон огибающей [1], так и модуляционный солитон 
[7], определяющий эволюцию неустойчивой волны с постоянной ампли-
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тудой. Как численные расчеты, так и наблюдения над известными точ­
ными решениями НУШ показывают, что классу рациональных солитоновг 
а также классу периодических по пространственной переменной реше­
ний, двоякоасимптотических при t-+±oo к волне с постоянной амплиту­
дой, соответствуют конечномерные вполне интегрируемые системы, по­
рожденные алгебраическими многообразиями в функциональном фазо­
вом пространстве НУШ. При таком подходе естественно возникает во­
прос, не является ли такая возможность характерной исключительно для 
рассмотренной вполне интегрируемой модели, а именно НУШ. Несмотря 
на то что в настоящее время нам трудно оценить степень общности и 
эффективности предложенного подхода для всех известных интегрируе­
мых моделей, можно обратить внимание на следующее наблюдение, от­
носящееся к вполне интегрируемому уравнению синус-Гордон 

Используя подстановку u=A arctg if>, приводящую уравнение синус-Гор­
дон к форме уравнения с алгебраическими нелинейностями, можно убе­
диться в том, что основным решениям солитонного типа (кинкам и бри-
зерам) могут быть сопоставлены алгебраические многообразия P(ty, г|э*;. 
х)=0 или P{ty, if»*; t)=0. Последние могут быть связаны с динамически­
ми системами, порожденными классом быстро убывающих по х решений 
или классом периодических по времени решений. 

Результатом приводимого ниже исследования и классификации реше­
ний НУШ, связанных с выделением линейного многообразия в фазовом 
пространстве НУШ, является не только выделение не предъявленных ра­
нее в явном виде точных решений НУШ (что может быть достигнуто раз­
личными методами [2—5]), но и иллюстрация того факта, что относи­
тельно простые алгебраические многообразия являются носителем широ­
кого класса решений. Можно высказать надежду, что выполненные нами 
наблюдения могут способствовать исследованиям различных версий зада­
чи прямого сопоставления вполне интегрируемым уравнениям поля или 
сплошной среды конечномерных вполне интегрируемых динамических; 
систем. 

2. ПОСТРОЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

Запишем НУШ в общепринятых обозначениях [1—4]: 

(1) и|)*+г|^+2Ж2гИ0, 
и предположим, следуя [6], что искомые решения удовлетворяют линей­
ной связи между действительной и мнимой частями функции ty=u+iv'.~ 

(2) и(х, t)=a0(t)v(x, t)+b0(t). 

Как и в [6], дополнительно предположим, что коэффициенты а0 и &0> 
в (2) зависят только от переменной t, что и позволяет в итоге найти ре­
шение. Если перейти к новым функциям (р(0, 6(0 и Q(x; t) с помощью-
соотношений a0=ctg ф, b0=—S/sin ф и u=Q cos ф—б sin ф, то для решения' 
if>(#, t) будет справедливо следующее представление: 

(3) ч>(*. *) = №(*, *)+Ж01в*(,\ 
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в котором от переменной z зависит только функция Q. 
Произведя подстановку (3) в (1) и выделяя действительную и мни­

мую части, получим систему уравнений относительно функции Q\ 

(4) Qxx-6-cptQ+262Q+2Q3=0, 

(5) <?,-ф,6+26<?2+263=0. 

Уравнение (4) допускает первый интеграл 

(6) Qx
2+Q*+(282-yt)Q2-28tQ=h, 

где h=h(t) зависит только от t. Для совместности системы уравнений (5) 
ж (6) необходимо выполнение соотношения Фробениуса Qxt=Qtx. Прирав­
нивая в этом соотношении после подстановки в него (5) и (6) коэффи­
циенты при одинаковых степенях <?, получим систему трех дифферен­
циальных уравнений 

(7) 866,+Ф„=0, 

(8) /г,+266,ф*-4636*=0, 

(9) 48/*+6„-463ф,+6ф*2+465=0. 

"Коэффициенты при Q в 4-й и 5-й степенях оказываются равными нулю 
тождественно. 

Уравнения (7) — (9) можно последовательно проинтегрировать. Пер­
вый интеграл уравнения (7) имеет вид 

(10) 462+<р,=ИГ, 

где W — постоянная интегрирования. Подставляя ф* из (10) в уравнение 
(8), находим второй интеграл системы 

<11) / r b W - 3 6 4 = # , 

в котором Н — еще одна постоянная интегрирования. Наконец, с исполь­
зованием (10) и (11) находим интеграл уравнения (9): 

(12) 8t
2+(4H+W2)S2-8Wtf+m6=D, 

где/) — третья постоянная интегрирования. Уравнения (12) и (10) с 
помощью замены z=82 переписываются в виде 

(13) zt
2=-64z'+32Wz3-4(4H+W2)z2+4Dz, 

(14) 9 f = ^ - 4 z , 

а уравнение (6) с учетом (11) примет вид 

(15) Qx*=-Q*+ (W-6z) Q2 + ^LQ+ (H-WZ+3Z2) . 
Hz 

Таким образом, если не считать сдвигов по обеим переменным и поворота 
в комплексной плоскости на постоянный угол, класс решений, задавае­
мый представлениями (2) или (3), является трехпараметрическим семей­
ством решений НУШ, которое находится путем последовательного реше­
ния уравнений (13), (14) и (15). 
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В фазовом пространстве пар вещественных функций (и, и) соотноше­
ние (2) выделяет линейное многообразие. Эволюция линейного многооб­
разия во времени определяется решениями конечномерной динамической 
системы (7) —(9). При этом условие совместности уравнений (5), (6) 
определяет соответствие между эволюцией параметров линейного много­
образия во времени и зависимостью решения от пространственной пере­
менной х. 

Решения уравнений (13) и (15) принадлежат классу эллиптических 
функций [10]. Приведение уравнения (15) к форме Вейерштрасса [10] 
показывает, что его инварианты g2 и g3, а следовательно, и период по пе­
ременной х не зависят от времени и определяются постоянными первых 
интегралов динамической системы (7) —(9): g2=W2/12—Я, g3=D/A—(HJr 
+И^2/36) W76. Приведенные в этом разделе соотношения полностью опре­
деляют классификацию решений НУШ первого порядка по постоянным 
первых интегралов динамической системы. 

3. НАХОЖДЕНИЕ РЕШЕНИЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

Для упрощения дальнейших выкладок перейдем от параметров Z), Н 
и W, определяющих решения НУШ, к трем другим эквивалентным пара­
метрам oci, а2 и а3, являющимся корнями многочлена четвертой степени 
в правой части уравнения (13). Четвертый корень этого многочлена, оче­
видно, равен нулю. Эти тройки параметров связаны друг с другом соот­
ношениями Виета для кубического многочлена 

(16а) W=2(ai+a2+a3), 
(166) # = 2 (aia2+a2a3+aia3) —ai2—а2

2—а3
2, 

(16в) Z)=16aia2a3. 

Причем в области допустимых значений параметров, определяемой нижег 
каждой точке в пространстве параметров (at, a2, a3) соответствует вполне 
определенное решение НУШ. Уравнение (13) записывается через новые 
параметры следующим образом: 
(17) zt

2=—64z(z—at) (z—a2) (z—a3). 

Нас интересуют лишь действительные положительные решения уравнения 
(17), поскольку по определению z=62, б действительное. Поэтому по край­
ней мере один из корней должен быть положительным. Пусть это будет 
корень а3. Два других корня могут быть как действительными, так и комп­
лексно-сопряженными. В случае действительных корней упорядочим их 
и будем считать a i<a 2 <a 3 . В случае же комплексных корней перейдем 
от a t и а2 к двум другим параметрам р и rj: ai=a2*=p+ir]. 

Задавшись корнями правой части уравнения (17) и получив его ре­
шения, затем необходимо найти корни многочлена четвертой степени в 
правой части уравнения (15). С учетом уравнения (17) перепишем этот 
многочлен в виде 
(18) <?4- (W-6z)Q2-8y(ai-z)(a2-z)(a3-z)Q- (#-И^+3* 2) =0. 
С помощью формул Феррари [11] многочлен (18) можно разложить на 
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два следующих квадратных трехчлена: 
(19) Q2±2Va3-zQ+a3-a1-a2+z±2V(ai-z)(a2-z)=0, 
дискриминанты которых равны 

(20) D(±)=al+a2-2z+-)/(ai-z)(a2-z). 
Далее необходимо отдельно проанализировать случаи действительных и 
комплексных корней <Xi, a2. 

Рассмотрим сначала случай действительных аг. В этом случае формулу 
(20) можно записать в виде 

*. ( УГУ.,— 7.-\-Хс*.*—z)' т т и Z^OL*. (Vai—z-+-l/a2—z)2 при z<a,i. 

Из формул (21) видно, что многочлен (18) имеет четыре вещественных 
корня лишь для решений уравнения (17) из интервала 0<z<oci, когда все 
параметры а* положительны, и один кратный вещественный корень в 
случае совпадающих отрицательных a i = a 2 ^ 0 и 0^z^a3. В остальных 
случаях корни многочлена (18) комплексны и уравнение (15) не имеет 
действительных решений. Пусть все корни осг положительны. Тогда реше­
ние уравнения (17) на отрезке (Xz^oti можно записать через эллипти­
ческие функции Якоби 

<22) , ( , ) - . a ' * e n I ^ 
a3—ai cn2(ui, к) 

где п.=4Уа2(а3—at), &2=cci(a3—a2)/a2(a3—at) — модуль эллиптических 
функций. Корни многочлена (18) действительны и имеют вид 

<23) Q^lai-z+l^-z+laz-z, Q^-la.-z-l^-z+la.-z, 
Q3=—lai—z+Ma2—z—Ma3—z, (?4==l/a1—z—Ma2—z—Va3—z, 

где знаки перед корнями выбраны таким образом, что Q^Qs^Q^Qi. При 
этом уравнение (15) имеет решения в двух интервалах 

<24) Q = —77,—7T\—77л—7Г\—T( ч— > <?2«?«?и 
(Qz-Qi) - (<?i-<?2) sn2 (px, m) 

c_ QdQi-Qs)-Qi(Qs-Q,)sn4px,m) o^Q^o 
(Qi-Qs)-(Qs-Q,)sn4px,m) ' V*-V-V., 

где /?=Уа3—а4, m2=(a2—ai)/(a3—aO. Каждому решению (24) соответст­
вует свое решение НУШ. Однако эти решения преобразуются друг в дру­
га сдвигами по переменным х и t. Формулы (22) и (24) — не единствен­
ные формы записи решений, и в ряде частных случаев, как будет видно 
ниже, их можно записать в более простом виде. Функцию ф находим ин­
тегрированием (14). С учетом соотношения (166) получим 

t 

<25) (p=Wt-4) zdz=2(al+a2-a3)t + — Il(n;nt,k), 
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f dx 
где П(щ \it,k)= J неполный эллиптический интеграл 

0 1—rcsn2(x, к) 
третьего рода [12], n=OLj(<Xi—a3). Так как ср(£) входит в решение (3) 
под знаком тригонометрических функций, то в общем случае решения 
НУШ первого порядка являются условно-периодическими по времени 
(с двухчастотным базисом). В формулах (22), (24) и (25) мы для крат­
кости не пишем очевидных постоянных интегрирования U, х0 и ф0, хотя 
в них и везде ниже будем подразумевать возможность замены t-*t—t0r 
х-^х—Хо и ф-*ф—ф0. При этом существующая в теории возможная зави­
симость t0 и ф0 от х исключена, поскольку такая зависимость противоре­
чила бы исходным посылкам о независимости коэффициентов в (2) от хг 
а допущение о зависимости х0 от t противоречит уравнению (5). 

Случай отрицательных a i=a 2 можно рассматривать как частный слу­
чай комплексно-сопряженных корней с нулевой мнимой частью. Посколь­
ку Q в этом случае не зависит от х, то решение НУШ также не зависит 
от х. Несложно показать, что оно имеет вид г|э=—Уа3 exp (2ia3t). 

. Проведем анализ случаев комплексных корней в общем виде. Пусть 
ai=a2*=p+£ri. Корень а3 в этом случае может быть положительным или 
равным нулю. Решение уравнения (17) записывается в виде 

( l -v)( l -cn(2j^ , /c) ) 
(26) 

где 

z(t) = - — г 

w 4(l-vcn(2|t*,fc)) 

туЧ-р(р-а3) ' 
fg }• 

/=V(a3-p)2+ri2 , £=Vp2+rf. 

Дискриминанты уравнений (19) при этом равны 

(27) D(±)=2(9-z)+V(p-zy+n\ 
При любых значениях р и л два корня уравнения (18) вещественны, а два 
комплексны: 

(28) Qi>2=-b±d, ^з.4=Ь±1с, 

где &=Va3—z; й,с=*У 2[У (р—z)2+r)2±(p—z) ]. ' Решение уравнения. (15)) 
существует в области Qz^Q^Qi'. 

(29) Q—b-d ™ ( 2 ^ > 

где 
1—rcn(2/?#, m) 

Р=У(а,-р)*+л1, m ' — U 1 - ^ ] ' 2L f 

_ 1У+b-bd-lp2+b+bd 
Mp2+b-bd+yP

2+b+bd' 

Для функции ф в этом случае интегрированием (14) с учетом (26) полу-
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чим выражение 
(30) Ф = ( 2 р + а 3 - ^ ) г + - ^ ( К - 1 ) П ( г с 1 ^ 

где n^2f¥/{f-g+a3), n2=2fk2/(f-g-a5). 
Формулы (3), (22), (24)-(26), (29) и (30) определяют решения НУШ 

первого порядка для всех а* из области допустимых значений. Из этих 
формул можно выделить ряд частных случаев, представляющих наиболь­
ший практический интерес. Предварительно сделаем одно важное замеча­
ние. Деление корней аг на некоторую положительную величину q экви­
валентно переходу от искомого решения i|)(.z, t), соответствующего кор­
ням оь, к другому решению г|)'(х, t), соответствующему корням ai=ajq. 
Эти два решения связаны следующим преобразованием: 

(31) г|)(х, t)=qtf (qx, q2t). 

В качестве q мы можем выбрать, например, значение одного из корней 
и искать двухпараметрическое семейство решений г|У(х, t), задаваясь не­
посредственно величинами а*. Третий параметр вводится в искомое реше­
ние с помощью преобразования (31). Ниже при рассмотрении частных 
случаев мы поступим именно таким образом и ограничимся нахождением^ 
решения г|/(#, t), считая преобразование (31) тривиальным. Причем для 
удобства сопоставления с ранее полученными результатами в тех случаях, 
когда аз^О, положим д=2ос3, так что два параметра ал и а2 семейства ре­
шений if>'(х, t) связаны с параметрами искомого семейства решений 
г|)(#, t) соотношениями ai=ai/2a3, a2=a2/2a3l а третий параметр a3=i/2.. 

4. ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ 

Рассмотрим сначала случаи, когда все корни действительны. 
1. Пусть 0<ai=a2<a3=i/2. В этом случае из (22) имеем 

(32) zr ***** 
ch2 §t-2a, ' 

где p2=8ai(l—2ai), а для функции ф из (25) получаем 

(33) cp=H-arctgi, 
где 4=T/2ai/(l—2at)ih$t. Формулы для корней (23) принимают вид 

(оч) vi,2 — — ; —, V3,4 = —z=^ 
У2 УсЬ2 p*-2at 12 УсЬ2 p*-2a4 

Один из корней Qz=Qk является кратным, и решение, соответствующее* 
этому случаю, не зависит от х: Q=Q3. Решение уравнения (15) в интер­
вале Q2<Q^Qi имеет вид 

У1-2^ ch2$t--4al+lf2aicQs2pxch$t 
УсЬ2 $t-2ai УУ(сЬ ^ - У 2 О ; COS 2px) 

где p=l/2(l—2ai). Решение НУШ для этого случая можно упростить с 
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помощью формулы 

(36) ^(j,()=J2zfl5±£M±Me„ 
Vl+f 

Для (?, не зависящего от #, получаем стационарное решение 
(37) я | /=- (1 /У2)^ , 

а для Q, выражающегося формулой (35), получим следующее решение: 

/ Q Q v , , , ,ч ( 1 -4а 1 ) сЬ^+У2^ 1 соз2^+фзЬ^ и 
(38) о|) (х, £) = - < — = z ег\ 

l2<sh$t--Tl2axc,Qs2px) 
Таким образом, случаю ai=a2 соответствуют два решения. Одно из них 

(37) описывает волну с постоянной амплитудой, а другое (38) описывает 
экспоненциальный рост периодических по х возмущений, наложенных на 
постоянную амплитуду, и последующий возврат после достижения макси­
мальной модуляции к исходному состоянию (37). При ai=V4 инкремент 
нарастания возмущений максимален р=1 и решение (38) упрощается: 
/плч // ч cos#-HV2sh£ ., 
(39) я|/ Or, t) = - = : еи. 

У2сЬ£—cos# 
В пределе ai"^i/2 из (38) мы получаем рациональное решение со степен­
ным ростом локализованного возмущения: 

(40) n,'(*,*H-[l-4 1+2U К 
L l+2x2+4tz J V2 

а в случае ai=0 решение (38) вырождается в (37). 
Если ai=a2<0, то действительным является лишь кратный корень 

(?з==<?4, и в этой области существует только стационарное решение (37). 
Начальный этап роста периодических возмущений, так называемая моду­
ляционная неустойчивость, исследовался неоднократно в ряде физических 
приложений [13, 14]. Решение (38), описывающее дальнейшую эволюцию 
модуляционной неустойчивости, приводилось нами ранее (в других обо­
значениях) в работе [7]. 

2. Положим ai+a2=a3=i/2. Тогда функцию (22) с помощью понижаю­
щего преобразования Ландена [12] можно преобразовать к виду 

x2sn2(t,K)cn2{t,K) 
(41) z ( t ) = - 2 [ 1-х2 sn4 (*,*)] ' 

где от модуля эллиптической функции k=aja2 мы перешли к новому мо­
дулю х=2У/с/(1+/с). В этом случае выражение для функции ф также 
можно записать в виде (33), где, однако, 

sn(£,x)dn(£,x) 
<42) 7 = т—т . 

сп(£, к) 
Значения корней (23) записываются в виде 

(43) <?1,2=(1±Уо)/о, & f4=-0=FM>o)/o, 

190 



где 
У1+х [ 1-х sn2 {t, х) ] У 1-х [ 1+х sn2 (t, к) ] 

vo = 7~Г. ч » ^ о = ' 

/о 

dn(£, x) ' r dn(£, x) 
dn(£, x) 

12 У 1-х2 sn4(*,x) 
Решение уравнения (15), изменяющееся в пределах Qz^Q^Qu в данном 
случае оказывается удобно записать в виде 

x[ri+xsn2(£,x)dn(£,x)+cn2(£,x);l(.r)] 
(44) Q = - — 

У2 У 1-х2 sn4(*, x) [Уl+x-dn(*, x)А (х) ] 
где 

Решение НУШ, соответствующее (44), вычисляется также по формуле 
(36) и принимает вид 

х A(x)cn(t,K)+il/i+Ksn(t,'K) it 
(45) if> (я, 0 = - = • ег\ 

У2 yi+x-^(*)dn(* ,x) 
Решение (45) является периодическим по х, а по переменной t решение 
имеет двойную частоту: частоту заполнения, определяемую экспоненци­
альной функцией, и частоту модуляции, определяемую эллиптическими: 
функциями. В зависимости от х частота модуляции может меняться от 
нуля до частоты заполнения. При х-^1 это решение сводится к решению* 
(39), а при х-^0 (45) имеет пределом солитонное решение 

V? 
(46) •'(*,*) — спУ2я 

С учетом (31) это решение записывается в виде ар = =—e2iqH Другие 
ch У2 qx 

типы решений в случае а^\-аг—аг получаются из (45) сдвигами на чет-
вертьпериода по каждой из переменных, и мы их здесь выписывать не 
будем. 

3. Солитоны с ненулевой асимптотикой на бесконечности. Пусть а1<а2== 
=а3=1/2. Тогда z{t) записывается через тригонометрические функции 

(47) , < * ) - . a i S i n 2 ^ 
l—2ai cos2 \it' 

где |1=2У1—2ai, а функция ф имеет вид 

(48) (p=2a1H-arctg( — tg ixt). 
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Корни Qi в (23) принимают вид 

(49) (?2,з=—/iTal cos |ы̂ , (?1>4=/i(>7aiCos|Li^±y2), 

тде /i=Vl—2aJTll—2atcos2 \it, причем корень Q2=Q3 оказывается кратным. 
Решение уравнения (15) можно записать в виде 

/ГАЧ У2(1 —at cos2 jiiO+Va! cos uich2/?.z 
(50) ^ = / i — , 

—l/2at cos \xt±ch 2px 
где /?=VV2—#i. Помимо (50) существует еще стационарное по я; решение 
Q=Q2- Решение НУШ, отвечающее этому значению (?, имеет вид 
(51) ф'=-У<м?2*"', 

а решение, соответствующее (50), можно записать в следующем виде: 

<52) t|/(х, t) = 2 (1 - f l i ) co^f f У2^Tch2^+^sin ц* ^ 
-2yatCOs^±V2ch2pa; 

Решение (52) описывает уединенную волну, двоякоасимптотическую по 
времени, которая на бесконечности (при х-+±°°) имеет асимптотику 
(51). Решения с двумя различными знаками в (52) переходят одно в дру­
гое при сдвиге по переменной t на полпериода модуляции \it-+\it+n. 
В случае выбора верхнего знака перед ch 2px пределом функции (52) при 
ai~^a2 является рациональное решение (40), а при а ^ О формула (52) 
вырождается в солитонное решение (46). 

4. Пусть теперь al=0^a2^a3=i/2. В этом случае решение НУШ суще­
ствует только при z=0. Корни (23) не зависят от времени: 

(53) Qi2= Q = 
У2 У2 

где k=l/2a,i. Решение НУШ можно сразу записать в виде 

/С/ч ч ч i + k , (1+к 2УЛ \ .,l4.ftIW 
(54) tb' (x, t) = ± —— dn I —— х, ег{ i+h2)'. 

У2 v У2 i+k' 
Это решение описывает стационарную волну огибающей и является одно-
периодическим по времени. При а2-+0 решение (54) с нижним знаком 
вырождается в стационарное решение (37), а при а2-+а3 пределом функ­
ции (54) является солитонное решение (46). 

Рассмотренными четырьмя случаями исчерпываются все возможности 
для упрощения общих формул (22), (24) и (25), определяющих вместе 
с (3) решения НУШ при действительных параметрах а». Обратимся те­
перь к случаю комплексных параметров а». 

5. Пусть al=a2*=i/^+ir[1 а3=Ч2. Тогда функцию z(t) можно предста­
вить в виде 

sn*(|i*,A)dn2((i*,fc) 
( 5 5 ) Z(t)=-T[l-k>sn4^k)} ' 
где |1=У1+16г]2, k=l/\i. При этом ф определяется выражением (33), где 

ksn(\xt,k)cn([it,k) 
<56) if = •. 

dn(ui , A;) 
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Корни многочлена (18) записываются в виде (28), где 

(57) *> = — • ш^»^ . d cn(\xt,k) 7 *i/ 1±к lH-/csn2(ui, /с) 
V2[l-&2sn4(|Li*,A0] r 2& l±/csn2(ui,/c) 

Решение уравнения (15) в этом случае удобно представить в виде 

(58) £ = 

*ю.(<*М4.*)+У^7Е.У^Мт.*) 1+к хУк 

*' v к п '• 1+fc УУ& ' - 2 ' v к' / J 

и тогда полное решение НУШ принимает вид 

УттИ^Ут^Мт-'Ь^-г*) 
(59) f (*,«) = ш [ 1 - 1 / - ^ - с п ( ^ , У ^ ) с п ( - 1 , / с ) 1 

L Г 4 4 - 1 . \ T/JU Г 9 / \ ь / J 1 + Л Х У Л г • 2 ' N A 

Это решение является аналитическим продолжением решения (45) при 
х > 1 (к=1/к). При &->1 решение (59) имеет пределом формулу (39). 

6. Пусть теперь ai=oc2*=p+ir], a3=0. Нормировку корней на 2а3 в дан­
ном случае провести нельзя, и решение представляется через исходные 
параметры аг. Уравнение (17) имеет только нулевое решение z=0, и с по­
мощью (29) решение НУШ можно записать в виде 

(60) ф (*, t) = mq° сп ( QoX , m) е™, 
У2ттг 2 -1 v У 2 л г 2 - 1 7 

где g0=4p, m2=1/2[l+p/'l/p2+'n2]. Модуль эллиптической функции изменя­
ется в пределах 72<яг2^1 при °°>г]>0. Как и (54), решение (60) описы­
вает стационарную волну огибающей и является однопериодическим по 
времени. 

Ъ. О РЕШЕНИЯХ НУШ БОЛЕЕ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА 

Определим решения НУШ гг-го порядка как решения, для которых 
действительная и мнимая части удовлетворяют соотношению 

(61) Рп{и, 17) =0, 

где Рп — многочлен 72-го порядка от и и v с коэффициентами, зависящими 
только от времени. Задаваясь порядком многочлена п, в принципе можно 
описанным методом построить динамическую систему, соответствующую 
данному порядку, и найти ее решение, что эквивалентно нахождению ре­
шения НУШ. Проведение таких расчетов в общем виде выходит за рамки 
данной работы. Здесь мы ограничимся лишь наиболее простым примером 
нахождения частного решения второго порядка. 

Рассмотрим наиболее простой случай кривой второго порядка и пред­
положим, что точки (и, v) лежат на окружности с центром в начале коор-
2 Теоретическая и математическая физика, т. 72, N° 2 193 



динат и с радиусом, зависящим от времени: 
(62) иг\х, t)+v2(x, t)-R2(t)=0. 

Решения НУШ, удовлетворяющие условию (62), можно представить 
в виде 
(63) ^{x,t)=R{t)e^x>l\ 

Подставляя (63) в (1) и выделяя действительную и мнимую части, полу­
чим систему уравнений 

(64) Д,+ДФ«=0, 2Д3-ДФх
2-#Ф,=0. 

После интегрирования первого уравнения и деления второго на R система 
примет вид 

(65) фх* = ^--^§Ф, ф (=2Д2-ФД 
п. И 

где S=S(t) — постоянная интегрирования. Пользуясь условием совмест­
ности Фа^=ф^ и приравнивая коэффициенты при различных степенях Ф„ 
получим динамическую систему 
(66) StR-3SRt-2R3Rt=0, 3Rt

2-RRtt=0. 

Решение системы (66): 

(67) R=Ct~\ S=-C4-3f> In t, 
где С — постоянная интегрирования, вместе с решением системы (65) для 
функции Ф: 

(68) <&=x2I4t+2C2lnt, 

определяет решение НУШ м 

(69) ф(ж, t) = -4ехр i \ — + 2С2 In 1I 
It L At J 

Это решение приводилось ранее в работе Салля [5]. 
Помимо решения (69) существуют и решения более высоких поряд­

ков. Например, найденные в [7] двоякоасимптотические при t-+±°° реше­
ния являются решениями третьего порядка, что было подтверждено нами 
численными расчетами. В общем случае возможность построения решений 
НУШ тг-го порядка вместе с соответствующей динамической системой мож­
но видеть из следующих соображений. Пусть Р(и, v; i) =0 — уравнение 
алгебраической кривой, параметры которой явно зависят от времени,. 
в пространстве пар функций и и v, удовлетворяющих уравнению (1).. 
В этом случае простым следствием уравнения (1) являются соотношения, 

(70) ux
2+vx

2+ (u*+vx
2)2+ j - £ - (P.du-Pvdv) =A(0 , 

(71) utPv-vtPu-F(ux, vx)+2(u2+v2) (uPu+vPv)=0, 

где F=Puuux
2+2Puvuxvx+Pvvvx

2, P=dP/dt определена при tt=const, y=consty 
криволинейный интеграл в (70) берется вдоль кривой Р=0, а на производ­
ные их, vx, ut и vt наложены ограничения uxPu\-vxPv=0, P+UtPu+VtPv^O*-
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Условия совместности уравнений (70), (71) определяют временную эво­
люцию параметров алгебраической кривой Р=0 (т. е. соответствующую 
^конечномерную динамическую систему) и функцию h(t), доопределяющую 
зависимость решений щ v от пространственной переменной. 

Эти утверждения становятся более очевидными, если от неявной фор-
мы задания кривой Р(и, v; t)=0 перейти к ее параметрическому пред­
ставлению. А именно: пусть Q(x, t) — униформизующая кривую Р = 0 пе­
ременная. Тогда и(х, i)=u{Q, t), v(x, t)=v(Q, t), и уравнения (70), (71) 
принимают вид 

я 
<72) DQJ+(n2+v2)+idq-^-(pu^-P^)=h(t), 

PuPvX oq dql 

+2{u*+v2) (uPu+vPv) =0, 
>где 

„ / duV , / dv \% du n , dv „ n 

Таким: образом, униформизация кривой Р(и, и, t)=0 приводит к систе­
ме уравнений (72), (73), определяющей Qx, Qt как функции униформи-
•зующей переменной Q и конечного числа параметров алгебраической 
кривой Р=0 и их первых производных по времени. В этом представлении 
условием совместности системы (72), (73) является условие Qxt==QtX' 
Приведение последнего к конечному числу условий определяет динамиче­
скую систему в фазовом пространстве параметров алгебраической кривой 
Р=0, функции h(t) и их первых производных. 

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Полученный нами класс решений НУШ охватывает ряд важных слу­
чаев, включая в себя односолитонные решения с нулевой и ненулевой 
асимптотикой на бесконечности, решения, описывающие эволюцию моду­
ляционной неустойчивости, а также решения, периодические по х и 
двоякопериодические по t. Эти решения имеют большое значение в при­
кладном аспекте —в теории оптической связи (см. [7, 14] и цитированную 
там литературу), теории волн на глубокой воде и т. д. Так, например, 
решения, описывающие эволюцию модуляционно неустойчивой волны с 
постоянной амплитудой, описывают процесс генерации периодической 
последовательности импульсов в оптическом волокне [7]. Решения, пе­
риодические по двум переменным, описывают распространение периоди­
ческих сигналов в волокне. Полученные решения могут также использо­
ваться в теории двумерной мелкомасштабной самофокусировки для опи­
сания распада плоской волны на отдельные нити [13]. Поскольку реше­
ния выражаются через эллиптические функции Якоби и эллиптические 
интегралы, для которых имеются стандартные программы расчетов, то 
любое из найденных решений может быть легко отражено графически, 
что немаловажно для конкретных приложений. 
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EXACT SOLUTIONS OF THE FIRST ORDER NONLINEAR 
SCHRODINGER EQUATION 

Akhmediev N. N., Eleonsky V. M., Kulagin N..E.. 

A method of obtaining exact solutions of the nonlinear Schrodinger equation (NSE) 
is suggested which is based on the substitution connecting real and imaginary parts 
of the solution by a linear relationship with coefficients depending on time only. 
The method is essentially the construction of a certain system of ordinary differential 
equations the solutions of which determine the solutions of NSE. The solutions 
obtained form a three-parameter family and are expressed in terms of the Jacobi 
elliptic functions and the third kind incomplete elliptic integral. In general case, the 
solutions are periodic in spatial variable and double-periodic in time. Particular cases-
for which the solutions can be expressed in terms of the Jacobi functions and elemen­
tary functions are studied in detail. Possibilities of practical applications of the solu­
tions found are pointed out. 
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